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Résumé
Nous rappelons ici la structure de groupe compact du compact de Cantor. Nous intro-
duisons les caractéres de ce groupe. Ce sont les fonctions de Walsh. Nous étudions la

transformation de Fourier associée.
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1 La structure de groupe du compact de Can-
tor

1.1 Construction & partir du groupe & deux éléments

Soit E = {0, 1} le groupe & 2 éléments. Considérons le groupe produit

Q == ﬁ Ei7
i=1

ou F; = E pour tout entier ¢ > 1. On munit £ de la topologie discréte et en
conséquence E est compact. Le groupe €2 est muni de la topologie produit.
Il est donc compact par application du théoréme de Tichonov.



On obtient une base d’ouverts en prenant les ensembles

oo
O x0Oy x -+ x O, X H E;,
i=n+1

ou les O; sont des ouverts de E. Remarquons que ces ouverts sont aussi
fermés.

On obtient une base de voisinages du point w = (w;);>1 en prenant les en-
sembles

Viw,n) ={y=i)z1 | y1 = w1+ yn = wn},

La topologie ainsi définie est métrisable. La distance

0 s? a=2»b

stnon

d(a,b) = {

définit la topologie de Q et la boule ouverte B(w, <) de centre w et de
rayon % n’est rien d’autre que le voisinage V(w, n) défini précédemment.

1

Le compact 2 est totalement discontinue (les composantes connexes sont
les points). Soient en effet deux points distincts y et z qui différent au moins
par la composante de rang n alors [[/=]' Ei x {y;} x [[2,..1 Ei et 1= Ei x
{2z} xI1;2, .1 Ei sont deux ouverts disjoints dont la réunion est 2. Le premier

contient y ’autre contient z.

On considére deux entiers v > 0 et 1 < j < 2Y. On définit alors ’ensemble
€25, de la fagon suivante : on décompose j — 1 en base 2

1= a2,
k=1

ou encore

et on pose
o0
Qy ={a} x - x{a}x [] E:
i=v+1
Pour v fixé, les €2;, forment une partition de €.

Exemples :



o v=0. Ql,OZQ~

o v=1Q,={y =0} Qo={y|mn=1}

e v =2 Qo={y |y =002 =0}, Qoo ={y | y1 = 0,52 = 1}, Q3p =
{yly=19=0} Qo={y |y =1y =1}

Remarque: On obtient les ;41 a partir des €2, a partir d’'un découpage
en 2. Plus pécisément

Q= Q95141 U Qg 11

1.2 Ensemble triadique de Cantor

Soit C I'ensemble des = € [0,1] qui s’écrivent en systéme ternaire sans le
chiffre 1 sous une forme au moins. Nous nous proposons de décrire C et de
montrer que C est homéomorphe & €.

On pose Uy =3, 2[, Us =3, 2[U]5, 3[, - -+ On construit U, & partir de U,_,

en divisant chacun des intervalles consécutifs du complémentaire de U,_; en
3 et en ne conservant que l'intervalle ouvert central.

o o=
-1 ©IN

1 2
3 3
| |
{ {

— ©lu
—T— ©lo

Fi1G. 1 — Construction du compact C

On pose alors

Ay =10,1], A4 = A\ Uy, - A=A\ U, -+

Il est facile de voir que

C={) A

neN

Proposition 1.1 Les compacts C et Q sont homéomorphes. L’application ¢
de Q2 dans C qui a tout (a;);>1 fait correspondre

>3

=1

est une bijection bicontinue de €2 dans C.



Preuve. Comme 2 est compact et C séparé il suffit de montrer que ¢ est
bijective et continue ce qui est trés simple.

Q9 Qoo Q30 Qo
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F1G. 2 — Homéomorphisme entre C et (2

2 Les caractéres - Fonctions de Rademacher -
Fonctions de Walsh

2.1 Le groupe dual Q)

Proposition 2.1 Soit v € Q. Alors pour tout w € Q on a Y(w) =1 ou
v(w) = —1. Il existe un entier n., tel que

f)/(w) :V(wh”' 7wn770707"'>-

Preuve. Pour tout w on a w + w = 0 donc y(w)? = 1. On en conclut que
v(w) = %£1. La continuité de v en (0,0,---) impose I'existence d’'un n., tel
que

|7(0707 aovwn—erl)"')_7(070a"')| <

I

DN | —

donc
’7(0707 707wn7+17"'): L.

Le résultat en découle.

Proposition 2.2 Tout caractére est défini d’une facon et d’une seule par
la donnée d’un élément u a support fini de Q (u n’a qu’un nombre fini de
composantes non nulles) sous la forme
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) = (<)

< U,w >= Z U;W; -

i€ support(u)

ot

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition précédente.

Les caractéres de €2 sont appelés les fonctions de Walsh. Les fonctions de
Walsh peuvent étre ordonnées de la fagon suivante : si u est un élément a
support fini de €2 on lui associe I'entier

n = E u; 207
i€support(u)

la fonction de Walsh w,, est par définition le caractére ~,.

Fi1G. 3 — La fonction de Rademacher ro

Introduisons les fonctions de Rademacher qui sont les caractéres particu-
liers définis par ro = 1 et pour v > 1 par

ro(w) = 1 st w,=0
P -1 st ow, =1



c’est-a-dire que r,(w) = (—1)*” ou encore r, = wav-1.

On remarque que toute fonction de Walsh peut s’écrire de maniére unique
comme un produit de fonctions de Rademacher. Si

k
n = E u; 2071
i=0
alors

Wy = | | Ti.

{i | wi=1}

2.2 La topologie du groupe dual

Ainsi Q est la partie de €2 constituée des éléments a support fini. La topologie
habituelle qu’on définit sur le groupe dual est la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts donc ici la topologie discréte sur (2. L’espace
ainsi obtenu est alors localement compact. On obtient de cette fagon une
paire de groupes localement compacts (2 et Q dont chacun est le dual de
lautre. (Ceci est connu sous le nom de dualité de Pontryagin).

3 La mesure de Haar

On définit sur chaque (E; = {0,1}, P(E;)) la mesure de masse 1 équirépartie
sur {0,1}. On utilisera sur le produit 2 la mesure produit. La mesure ainsi
définie notée dw est la mesure de Haar de masse totale 1 sur 2.

4 La série de Fourier-Walsh

La série de Fourier-Walsh associée a une fonction f définie sur  est la
série
o0
S(f) ~ ) an(fw,
n=0
ou

cMﬁ-AﬂWwwmu

(e}



Cette série n’est définie que pour les fonctions pour lesquelles les intégrales
définissant les coefficients existent.

En particulier cette série existe pour toute fonction f de I'espace LP(Q2) et
ceci pour tout 1 < p < +o0.

. k i— .
Remarquons que si pour tout n on pose n =Y ., u;2"' chaque entier n est

alors considéré comme un élément v de 2. On a donc

f(u) = an(f).

Ainsi f apparait bien comme une fonction définie sur ’ensemble §2 des ca-
ractéres de ().

La convergence des séries de Fourier-Walsh s’étudie de maniére analogue a
celle des séries de Fourier classiques. On commence bien str par les résultats
habituels sur les espaces L2.

4.1 Convergence en moyenne quadratique

Lemme 4.1 Pour tout entier n > 0 on a

[ wnras =0

Preuve. Ecrivons w,, sous forme de produit de fonctions de Rademacher.
Wn = T5Tjy Ty
avec

J1<J2 <+ < Jg-

Or les fonctions rj, (i < k — 1) sont constantes sur les ensembles €, ;, . De
plus

Qp ey = Q2pjp U Qapia s

et sur $gp ;. et Qopiyj,, 75, prend des valeurs opposées. Donc

/an(w)dw = 0.



Proposition 4.1 Le systéme de Walsh (wy,)n>0 est un systéeme orthonormé
complet (base de Hilbert) dans L*().

Preuve. En considérant 1'écriture des fonctions de Walsh sous forme de
produit de fonctions de Rademacher il est facile de voir que le produit de deux
fonctions de Walsh est encore une fonction de Walsh. Si les deux fonctions
considérées sont distinctes on obtient une fonction de Walsh w, avec ¢ > 0. Si
elles sont identiques on obtient wy. Donc en appliquant le lemme précédent

/wm(w)wn(w)dw = { (1] Zz me
0 =m

Pour voir que le systéme est complet, il suffit d’appliquer le théoréme de
Stone-Weierstrass. Ainsi les fonctions de Walsh forment une base hilber-
tienne de I'espace de Hilbert L?(Q). En particulier on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 Si f € L?(Q) la série de Fourier-Walsh de f converge dans
L3(Q) (convergence en moyenne quadratique). De plus

15 = lan ().
n=0

4.2 Convergence ponctuelle

Pour étudier maintenant la convergence ponctuelle de la série de Fourier-
Walsh on introduit le noyau de Walsh. Posons

Pour n = 2 ce noyau a une forme simple :

v

Wgu = H(l + T’k).

k=1
Lemme 4.2 Le noyau Wayv est un noyau > 0 qui est tel que

(2 si we,
WQ”(W)_{ 0 sinon



De plus

/Q W (w)dw = 1

Preuve. 5i w € {2y, les v premiéres coordonnées de w sont nulles, donc
ri(w) = 1 pour k < v et donc Wy (w) = 2”. Si maintenant w ¢ €, il existe
0 < k <vtel que wy =1 et donc ri(w) = —1. Par suite 1 + ri(w) = 0 et le
produit Wy (w) = []7_, (1 + rj(w)) est nul.

De plus

/WQV dw—zz:_l/w] dw—/wo( )dw = 1.

On définit alors les sommes partielles de la série de Fourier-Walsh
n—1
Su(N)(w) =D a;(fw;(w).
j=0

Lemme 4.3 Les sommes partielles vérifient

Su(F)(w) = (f * W) (w)

(convolution de f avec le noyau W,,).

Preuve.

=3 [ o @
Sn<f><w>—i / Fyuy(e+ wyde = [ 100 ( j<t+w>)dt,

/f (- w)dt = f 5 W(w).

Comme le noyau de Walsh est mal connu pour un indice général n on ne
pourra rien dire sur les sommes partielles S, (f). En revanche si on se restreint
aux sommes partielles de rang 2” alors la positivité du noyau pourra nous
permettre d’obtenir des résultats.



Proposition 4.2 Pour toute fonction f € C(Q) les sommes Sov (f)(w) convergent
uniformément vers f(w). C’est-a-dire que la suite (Sav(f)), converge vers f
dans l’espace de Banach C(S2).

v

Preuve. On a vu que :

Sou (f) () = /Q FOWor(t + )t = f 5 W (w).

Compte tenu de la valeur du noyau Wy donnée au lemme 4.2, on obtient :

1

|Qj(w)>l’| Qj(w),u

S (f)(w) = ft)dt,

ol (), est le morceau €2;,, de €2 qui contient w. Ce morceau est de taille

1
Qi = =—.
|]()7| ov

(Remarque : on reconnait 1a une moyenne, c’est-a-dire qu’on a une projection
continue de C'(2) sur son sous-espace

[w07 T awzul]

engendré par les 2 premiéres fonctions de Walsh).
Il est maintenant facile de conclure en utilisant la majoration :

1
S0 S < oy [ 150 - Sl

w),v

et la continuité uniforme de f.

4.3 Convergence dans les espaces [
Le théoréeme général est le suivant :
Proposition 4.3 Soit p un nombre réel tel que 1 < p < 4o00. Pour toute

fonction f € LP(Q), la suite (Sov(f)), converge vers f dans l’espace de Ba-
nach LP(S2).

v

Nous allons le démontrer par étapes.
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4.3.1 Un lemme préparatoire

Lemme 4.4 Soit 1 <p < 400 et f € LP(QQ). L’application de Q dans LP(2)
qui G tout w associe l'élément f, de LP(Q) défini par : f,(t) = f(w+1) est
continue.

Preuve. Fixons un € > 0. Comme C(f2) est dense dans LP(2), il existe un
¢lément g € C(Q2) tel que ||f — g||, < e. Mais la fonction g est uniformément
continue sur 2, donc il existe n > 0 tel que dés que d(x,0) < 7 on ait pour
tout élément t € Q, |g(t)—g(t—x)| < e. Donc : ||g—g.||, < €. D’autre part on

peut écrire que f, —g¢, = (f—g).. En conséquence, ||f. —gz|l, = [|f—9ll, <e.
On conclut de tout cela que :

Lf = fallp < 11F = 9llp + 119 = gallp + |19 = fallp < 3e.
Maintenant, f, — f, = (f — fy—2)x, si bien que dés que d(z,y) < n on a
[fo = fyllp < 3e.

4.3.2 Le cas des espaces L'

Démontrons maintenant le théoréme 4.3 dans le cas p = 1. On a successive-
ment :

(f = Sov(f))(z /fx—thv t)dt
(f — S0 ()(x) = / (F(2) — flz — ) Was (1)
Donc :

1f = Sar ()l = / / (F(x) — F( — )W (t)dt| da,

5= s(0ll < [ /|f Fa— )W (1)d }dx,

I£=se(nlh < [ | [ 1560~ st = las] W 0ar

Soit ¢ la fonction de €2 dans R définie par :

0= [ 17() = sl = vz

11



On a successivement :

]—/\f :zz—t|d:1:—/]f flx —t)|dz],

Q(\f( v) = flx=t)] = [f(z) = flz = 1)) dz

[6(t) — o(t')] =

Y

— o) < [ £ =t) = fo— t)lds =1~ foll.
Q
Or d’aprés le lemme 4.4 on sait que :
1,im [ fe = full =0,
t'—t

donc ¢ € C(R2). De plus ¢(0) = 0. On peut maintenant écrire :

1f = So ()]s = / OO Wa (£)dt = S50 (6)(0).
D’aprés la proposition 4.2,
lim S5 (6)(0) = $(0) =0,

v—400

ce qui prouve le résultat.

4.3.3 Le cas général

Regardons maintenant le cas p>1 et introduisons comme d’habitude ¢ tel
que 1/p+1/q = 1. On peut écrire :

1f — S |p—/|f o),

|| f — Sav( |”</’/|f Flx —t)|[Wa (t)dt| da.

Or :
/|f F— O Wa (£)dt = 2”/ (@) — flz— ),

/|f (x—1)|[Waw (t)dt < 27 (/wl’y|f(x)—f(x—t)|pdt> </wl,y1dt>;’

12
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Q=

/ (@) = Flz = DI Wa(t)dt < 2700 ( / |f(:r)—f(rc—t)lpdt> ,

[ 1@ = @ =ty < (2” | 1@ - fa- t>|pdt>

p
Tout ceci nous donne :

If = o (Al < / [2” / () - f(r—t)|pdt] d,

If = sehlp < [ | [ 150 = st - opwastoyie] as
1f = S f /U|f x—t)\de] W (£)dt.

Posons alors :
0= [ 170 - fla = 0Pz

Il est facile de voir que cette fonction est continue et que ¢,(0) = 0. Or :

If = Sl < [ 6u(OWar (01t = S2:(0,)(0)
Q
La quantité du membre de droite converge clairement vers ¢,(0) = 0.

AN

5 Fonctions définies sur ¢

On sait que Q a une topologie d’espace localement compact. La topologie
est la topologie discréte. La mesure de Haar est alors définie comme suit.
On prend la tribu de toutes les parties de €2 et on met la mesure discréte
équirépartie
pu(A) = Card(A).

Soit g est une fonction définie sur Q a support fini (une telle fonction peut
toujours étre considérée comme une fonction d’un nombre fini de variables,
c’est-a-dire une fonction définie sur {0, 1} pour un certain k). Pour une
telle fonction on peut définir la transformation de Fourier et on obtient une
fonction ¢ définie sur €2.

13



Q

g(u) Z/g(x)(—l)@’”du(x) = Z g(x)(_1)<u,a:>

zE€support(g)

On voit alors que puisque le support de g est fini tous les x du support de
g ont leurs composantes nulles & partir d’'un rang k£ + 1. Par suite < u,x >
est constant pour tous les u de 2 ayant les mémes k premiéres composantes.
La fonction ¢ est donc constante sur tous les ouverts de la forme ;. Ce
sont des fonctions localement constantes. Ces fonctions sont bien entendu
intégrables et on peut définir leur série de Fourier-Walsh. Réciproquement si
une fonction h définie sur € est localement constante, ¢’est-a-dire s’il existe
une entier k tel que h soit constante sur chacun des €2, alors les coefficients
de Fourier-Walsh de / sont nuls a partir d’un certain rang. Autrement dit la
transformée h est une fonction définie sur Q & support fini.

Soit f une fonction définie sur Q. On va définir la transformée de Fourier de
f (au sens des distributions) comme étant la forme linéaire f définie sur les
fonctions localement constantes sur €2 par :

Soit h localement constante sur €2 et notons g la fonction a support fini sur
2 définie par g = h (ou encore § = h). On définit alors

< fh>=<fh>=<fg>= Y flx)glx).

xEsupport(g)

6 Les fonctions définies sur ¢} & valeurs dans
{_17 1}

L’espace des fonctions définies sur Q 4 valeurs dans {=1,1} est

{-1,1}®

Comme O est dénombrable on retrouve encore le compact de Cantor. On
a donc une probabilité (la mesure de Haar de masse totale 1) sur cet espace
de fonctions. Ceci permet de calculer la probabilité des sous ensembles de ces
fonctions vérifiant telle ou telle propriété.

14



7 Les fonction de Haar

Il existe une autre famille importante de fonctions définies sur le compact de
Cantor 2 : les fonctions de Haar. En voici la définition :

ho = 1 sur €.

1 sur - wi
’ —1 sur w21

\/§ sur  wia .

hii = ’ 0 aill

1,1 { _\/5 sur  wps allleurs
\/§ Sur wso .

ho1 = ’ 0 aill

2,1 { —\/5 Sur  wyg allleurs

plus généralement pour tout entier v > 1 on définit les 2 fonctions

h/l,l/a h2,l/7 e hQ”,U?

ou :
V2 SUr  Wok—1 41 .
hi,, = V bt 0 ailleurs
—V?2 sur Wk, v+1
Qo Qoo Q39 Qo

F1G. 4 — La fonction de Haar hq ;

15



Q49 Qo9 Q39 Q49

—
——
——

F1G. 5 — La fonction de Haar hq

On ordonne naturellement les fonctions de Haar h;, par v croissant, et pour
un méme v par j croissant. On notera h,, la n® fonction de Haar.

Proposition 7.1 Les fonction de Haar possédent les propriétés suivantes :
1. Elles forment une suite orthonormée dans L*(1).

2. Les 2V premieres fonctions de Walsh et les 2V premiéres fonctions de
Haar engendrent le méme sous-espace de C'(Q2). En particulier, le sys-
teme de Haar est complet dans C(§2) ainsi que dans les LP(Q2) (avec
1 <p<+o0).

Preuve. Deux fonctions de Haar distinctes peuvent avoir les deux compor-

tement suivants :

— leurs supports sont disjoints,

— le support de 'une est entiérement inclus dans un des w;, constitutif du
support de l'autre auquel cas elle oscille sur ce morceau de support ou
I’autre est constante.

Dans les deux cas il est clair que :

[ st =0

Pour montrer la deuxiéme partie de la proposition, faisons tout d’abord
quelques remarques :

16



— Soit, 7, la fonction de Rademacher de rang k. Alors

Ty =

— Le produit de deux fonctions de Haar distinctes est soit nul, soit multiple
d’une fonction de Haar. Ceci provient de la remarque faite précédemment
sur les supports de deux fonctions de Haar distinctes.

— Les 2 premiéres fonction de Haar sont :

h07 hl,Oa hl,la h2,1; ) hl,u—h h2,1/—17 Tty h2V71,V—1'

— Les 2¥ premiéres fonction de Walsh sont les termes du produit :

14

[T +r.

k=1

On peut maintenant conclure que les 2” premiéres fonctions de Walsh sont
des combinaisons linéaires des 2 premiéres fonction de Haar.
Réciproquement, soit h; 1 une fonction de Haar. On peut donc la développer
en série de Fourier-Walsh :

—+00

hj,y—l = Z a'ern(t>dt7

n=0

au sens de la convergence des sommes de rang 2". Si n > 2" le coefficient a,,

est nul. Donc :
ov_1

hj,uflz § AW,
n=0

Ce qui achéve la démonstration.

Définissons les sommes de Fourier-Haar par :

t) = Z b (f) I (t)

ou les coefficients de Fourier-Haar by (f) sont donnés par :

/f (1)

pourvu que ces intégrales existent.

17



Proposition 7.2 Soit f € L'(Q). Alors

S (f) = o2 (f).

Preuve. Si f € L*(Q), le résultat est clair car alors Sov(f) et o9 (f) sont
respectivement les projections orthogonales de f sur le sous-espace engendré
par les 2¥ premiéres fonctions de Walsh et les 2” premiéres fonctions de
Haar. Ces deux sous-espaces étant identiques on en conclut 1’égalité anoncée.
Si maintenant f est dans L'(2), soit (f,,), une suite de fonctions de L*(Q)
qui converge vers f dans L'(Q). alors :

lim SZ”(fn) = S2”(f)7

n—-4-o00

Jm oge(fn) = 00 (f)-
Puisque f,, € L*(2), on conclut que Sov (f,,) = 09 (f,), donc Sov (f) = oa9v (f).
Corollaire 7.1 Pour tout élément f de LP(Q) (1 <p < +o0) on a :

lim o (f) = f

V——+00
dans LP(Q)).
Preuve. Il suffit de dire que LF(Q2) C L*(Q) et donc que g9 (f) = Sov (f).

Proposition 7.3 Pour tout élément f de LP(Q) (1 < p < +00) la série de
Fourier-Haar de f converge vers f dans LP(S).

Preuve. Etudions la somme partielle de Fourier-Haar o, ( f). Pour tout indice
n il existe un exposant v, unique tel que :

W << et
La différence :
U”(f) - O-QUTL (f) = a2un hl,]/"71 + U + a‘nhn72ynyl"nfl7

fait intervenir des fonctions de Haar dont les supports sont disjoints deux a
deux. On en conclut que :

/Q\O'n(f)(t) — o ()" dt < / |02 +1(f)(£) = 02 (f) (D)7 dt = [|o2ns1 (f) =02 ().

Q

La quantité de droite de la derniére formule converge vers 0 puisque les
sommes g, (f) convergent dans LP(€2).
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Proposition 7.4 Le systéme de Haar est une base de Schauder de C(52)
ainsi que de LP(Q2) (1 < p < +00).

Preuve. Les coefficients de Fourier-Haar sont des formes linéaires continues.
On a ainsi deux suites biorthogonales.
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