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La cryptographie elliptique repose sur le probleme de
logarithme discret et problemes connexes dans le grouy

des points d’'une courbe elliptique sur un corps fini. On
va donc s’intéresser aux questions suivantes :

courbe elliptique sur un corps fini.
la structure de groupe
cryptosystemes baés sur les courbes elliptigues
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Une courbe elliptique sur un corps fiky est une courbe
plane sans points singuliers diyy;, d’équation affine

y2 + a1y + asy = 553 - aQ:EQ + a4 + ag.

Si on se place dans le plan projectif I'équation devient
YT+, XYT4asYT? = X2 +as X°T+as XT? +agT>.
La courbe a donc upoint a I'infini , le point

O=(0:1:0).
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lI=1.1 Courbe elliptique (suite)

Apres changement de variable rationnel, I'équation de I
courbe est

m Cas d’'un corps de caracérisique 2 :
= Cas non supersingulier :

v +ry=2"4+azx’+b (b#0)
= Cas supersingulier :

v +ey=2"+ar+b (c#0)

Courbes ellintiaques et crvptoaraphie — p. 4



lI=1.1 Courbe elliptique (suite)

= Cas d’'un corps de caracérisique 3 :
= Cas non supersingulier :

v =a° 4+ ax*+b (ab#0)
= Cas supersingulier :
v’ =2"+az+b (a#0)
= Cas d’un corps de caracérisique # 2, 3 :

v =2 +ax+b (4a’ +27b° £ 0).
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lI=1.1 Courbe elliptique (suite)

Il y a deux quantites tres importantes associées a une
équation du type

y2 + a1y + asy = 3 + a2x2 + a4 + Qg.
= Le discriminant : il indigue si la courbe est sans
point singulier sur le corpg,.

= Le j-invariant : qui définit des classes de courbes
"lIsomorphes".
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I-1.1.1 Le discriminant

Le discriminant est definit par

A = —didg — 8d3 — 27d5 + 9dadydy

2 2 2
ds = ajag + 4dasag — arasay + asaz — aj
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2 Le J-Invariant

ariant est défini par

G
J=A




Les points rationnels d’'une courbe elliptighg(i.e. les
points de |la courbe a coordonnees dépsforment un
groupe commutatif. On prend comme élement neutre le
point a I'infini O (mais ¢a pourrait étre n’importe quel
point de la courbe). et on définit

P+Q=R

en construisank’ = D(P, Q) N E puis
R=D(R,O)NnE. (LorsqueM = N la droite
D(M, N) est la tangente e a la courbeF).
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Avec cette definition 'opération est bien commutative,
associative, ayarf® pour éléement neutre. Supposons qu

la courbe soit donnée par son éguation généerale de
Welerstrass

Yo + A1TY + aszy = T3 + CLQZEQ + a4 + ag.

SIP = (x1,y1) # O alors—P = (x1,—y1 + a1x1 + a3).
On se rend compte aussi gitet+ () = —R.

POSOﬂQ — (:E27y2) # —Peth = (P + Q) — (Qfg,yg)-
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lI-1.2 La structure de groupe (suite)

{$3 — —CL2+)\2—|—CL1)\—$1—$2,
y3 = —(Awg+7) — a1w3 — as;

Y2 — U1 5i P40
Lo — X1

3:13% + 20011 + a4 — a1
2y1 + a1x1 + a3

st P=(Q

Y = Y1 — AT
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lI-1.2.1 Caractéristique # 2, 3

y® = 2° 4 ax + b.

SIP = (z1,y1) etQ = (x9,y-) alors—P = (1, —y1), S|
QQ = —PalorsP + @ = O, sinonP + ) = (x3,y3) oU

$3:>\2—$1—$2 93:)\($1—$3)—y1

avec

Y2 — U1 Si P+ Q

L9 — I

3x] + a
291

SIP =()
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II-1.2.2 Caractéristique 2

1) Cas non-supersingulier
y' + Yy = 2° +ax’ + b

SIP = (v1,y1) €tQ = (22, y2) AlOrs—P = (x1, 21 + 1),
SsiQQ = —PalorsP+Q = O, sinonP + Q = (z3,y3) ouU

T3 =N+ A+ 2 +20+a y3= Mz +x3) + 23+ U1

avec) = L2 gi p £ (),

331—|—£CQ
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.2 Caractéristique 2 (suite)

3=\ +A+a

y3:$%+)\$3—|-333



lI-1.2.3 Caractéristigue 3

1) Cas non-supersingulier

y* = 2° 4+ ax® + b

—a+)\2—:1:1—:1:2,
—Mx1 — x3) — Y13

Y2 — U1 5i P+ 0O
Lo — U1

ax
—lsiP:Q
Y1
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lI-1.2.3 Caractéristigue 3 (suite)

1) Cas supersingulier
v =" +ar+b

{ZIZ’g — )\2—5131—332,
ys = —AT1 — 23) — Y13

Y2 — 5i P+ 0O

Lo — X1

isz'P:Q
211
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Soit £ une courbe elliptique suff,. Notons# E(q) son
nombre de points suif,. On dispose de la borne de
Hasse

q+1—2/¢g<#FE < q+1+2q.
Ecrivons que
#E(q) =q+1—t
avec|t| < 2,/q.
Quels sont les ordres possibles?
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Sig = p™, Il existe une courbe elliptique vérifiant

#FE(q) = q+ 1 —tsietseulement sil'une des
conditions suivantes est satisfaite

1)t £ 0 mod pett? < 4q
2) m est impair et

a) ou
b) ou
C) ou

nient = 0
nient? = 2qg etp = 2

nient? = 3qg etp = 3

3) m est pair et

a) ou
b) ou
C) ou

pient? = 4q
pient* = getp #1 mod 3

plent = 0etp %1 mod 4
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SiI on connail

£ F(q) = q+ 1 — t alors on peut calculer

par recurrencétE(q") = ¢+ 1 — t, en posant, = 2,
t1 =10,t, =t1t,—1 — qly_9 (pOUI’n > 2)

Cecl arrivera

en particulier si la courbe utilisée a ses

coefficients dans un petit corps.
Sinon, on dispose de 'algorithme de Schoof et de ses

variantes, ou

alors des constructions de Morain pour

obtenir une courbe ayant un nombre de points donne.
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lI-1.4 Courbes supersingulieres

Soit £ une courbe suF, ayant#E(q) =q+1—1
points sur, (¢ = p™).

Nous dirons qué’ estsupersinguliere si p diviset.
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