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L’algorithme de Horner

1 Lalgorithme de Horner binaire

1.1 Présentation

L’'algorithme de Horner est trées connu et trés simple. Nouseelonnons ici une version orientée
“informatique”. Nous suggérons d’autres algorithmes gutilisent d’'une maniere plus ou moins
cachée.

1.2 Lalgorithme de Hérner binaire

0 0 0 | ar | as | as | aq4 | ag
1)
0 0 ar | ag | as | a4 | ag
2)
0 0 ar | ag | as | as | a3 | as

FIG. 1 — La transformation de Hoérner binaire
Soitaragasasasasaiag oU lesa; valentO ou 1, I'écriture binaire d’'un nombré. Ainsi :
S = CL727 + CL626 + CL525 + CL424 + CL323 + CL222 + CL121 + ag.

L’'algorithme de Horner peut étre vu comme I'entrée en méendiun tel nombre conformément a la
figure 1. On utilise les deux opérations :

(1) on décale les bits déja entrés d’'une position vers lalgguc

(2) oninsere le bit suivant a la position la plus a droitesdae libre par le décalage.

NotonsS; le nombre déja entré, qui s’écrit en binairgig - - - a;_;. Alors le nombreS;,; obtenu a
partir desS; par transformation de Horner s’écrit :

Sit1 = 25; + ar—i—1.



Dans cette formule la multiplication parcorrespond au décalage a gauche des bits déja entrés, et
I'addition dea;_,_; correspond a I'insertion du bit suivant a la place laisgéeliSi on décrit la suite
des opérations on calcule successivement :

So =az,51 =25+ ag, -+, 57 =25 + ay,
ou encore :
S =57 =2(2(2(2(2(2(2a7 + ag) + as) + as) + az) + az) + a1) + ao.
L'algorithme est décrit a la figure 2.

entrées : un tableau A de N bits
sortie : le nombre 5 = "N ! A[i]2’

début
S —0;
1+— N —1;
tant que ¢ > 0 faire
S—2xS+ Ali;
t—1—1;
fintq ;
retourner S';
fin

FiG. 2 — L'algorithme de Horner binaire

Cet algorithme effectuéV tours de boucle, chaque boucle coltant une multiplicatam2pet une
addition. Ici, N représente le nombre de bits de c’est-a-dire la taille de5. L'algorithme colte
O(N) opérations élémentaires.

1.3 Généralisation

Cet algorithme s’adapte immédiatement a toute écriturgnoohiale de la forme :
S(X) = (lN,lXNil + -+ GlX + ap.
Il suffit en effet d’effectuer la suite d’opérations suivesit

SO(X) = an-1,
Sl(X) = XSO(X>+(ZN,2,

Syo1(X) = XSy_o(X)+ ap.
L'algorithme de Horner intervient dans de nombreuses Sins. :
1. évaluation d’un polynéme en un point,
2. traduction binaire - décimal,
3. division euclidienne,
4. calcul d’'une puissance.

En fait cette liste n’est pas limitative. En effet, dans denbceuses situations une partie de I'algo-
rithme consiste a reconstituer un nombre a partir de sesbéiss cette situation I'algorithme de
Horner s’applique.



2 Exemple

Nous nous proposons d’évaluer un polynanes un pointc. Cette fonction existe dans les systemes
de calcul, néammoins a titre d’exemple nous la reprogransrdans le style Maple (logiciel utilisé :
xcas).

3 Itération d’une loi associative® avec élément neutre

Soit@® une loi associative sur un ensembleayant un élément neuteell s’agit de calculer lorsqu’on
se donne un entier > 0 et un élément € G la puissance :

an e si n=0
Sn=a _{a®a@---@a si n>0.

L'algorithme de Hoérner s’applique :

FiG. 3 — Itération d’'une opératiom

Par exemple, si 'opératiom est I'addition des entiers avec son élément neitiet sia = 1, I'al-
gorithme est exactement I'algorithme de Horner binaireedenstitution de I'entien a partir de ses
bits, que nous avons décrit précédemment.



Si I'opération® est I'opération de multiplication dar%/cZ :
a®b=ab modc,

qui ae = 1 pour élément neutre, I'algorithme calcule mod c. Cet algorithme prend alors le nom
de “square and multiply” pour la raison suivante :

a chaque tour de boucle on est amené a calctiler S @ «®4l, c’est-a-direS? mod c si le bit
Ali] = 0 et dans ce cas on a une élévation au carré? et mod c sile bit A[;] = 1 et dans ce cas on
a une élévation au carré suivie d’'une multiplication.

4 Considération des bits de bas en haut

Dans l'algorithme de HOrner donné précédemment, on a tiedtdits de la “puissance” en com-
mencant par ceux de poids forts. Peut on décrire un algoeittomdé sur un principe analogue qui
traiterait d’abord les bits de poids faible ?

entrées : Un entier n
sortie : S = a®".

début
A—a;
S «—e;
N «—n;
tant que N > 1 faire
si N pair alors
A— ADA;
N «— N/2;
sinon
S—SpA,;
N« N-—-1;
finsi;
fintq ;
retourner S';
fin;

FiG. 4 — Algorithme de bas en haut

On pourra trouver une preuve de cet algorithme dans la fichedigpto_100.

Remarquons qu’ici on a remplacé le tableau de bits par laerebk de la parité d&, ce qui revient
théoriquement au méme, mais qui souligne I'intérét de aettéhode lorsqu’on travaille dans un
langage de programmation ou on n’a pas acces directemebitaukun entiem, mais a sa parité.
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