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Arithmétique de base - PGCD -PPCM

1 Introduction

L'arithmétique est I'étude d& (et deN) ainsi que de la division euclidienne dafigou dansN). Il
existe plusieurs fagons d’aborder et de concevoir lestaisule ce domaine des mathématiques. L'une
est plutbt constructive et montre I'existence de certalyjsts (par exemple le pgced ou le ppcm) en
les construisant effectivement par un algorithme détest@nl’autre consiste a montrer I'existence
des mémes objets par des considérations théoriques. Dud®owrue de la rigueur, il N’y a pas de
différence notable. En revanche sur le plan des résultdifféaence est grande. Dans le premier cas,
on est capable de mener a bien un certain nombre de calcedsitsifdans le deuxiéme cas on acquiert
une plus grande vision conceptuelle de la situation, ce méne souvent a des développements
ultérieurs fructueux. De ce fait on aurait tort d’'opposes deux points de vue, qui au contraire
méritent d’étre développés simultanément. Ces diversragks de I'objet d’étude en fournissent
sans nul doute une compréhension beaucoup plus profonds.dete fiche nous essairons de laisser
une place a ces deux aspects.

Revenons a la division euclidienne dafAsjui est I'opération de base de I'arithmétique.aSét b
sont deux entiers et 8iest différent dé), il existe un couple uniqugy, ) d’entiers tels que les deux
conditions suivantes soient réalisées :

a=qb+r

0<r<h.

L'entier ¢ est appelé lguotient dans la division euclidienne deparb, etr est appelé leeste de
cette méme division.

Toujours dans I'’hypothése ot 0, on dit quen est divisibleparb si le reste de la division euclidienne
dea parb est nul, c’est-a-dire s'il existe un nomhyénécessairement unique) tel que- ¢b.

Sia esth sont dan#. on dira quex est multiple dé s’il existeq tel quea = ¢b. On notehZ I'ensemble
de tous les multiples die Sib est non nul alors il est équivalent de direnultiple deb ou b divisea

et le nombre; tel quea = ¢b est unique. Sb = 0, alorsa = 0 est le seul multiple dé et quel que
Soitqg € Z on aa = ¢b = 0. On peut alors énoncer I'équivalence suivante, qui senietiivialité,
mais sur laquelle va reposer un grand nombre de développgmlésrieurs :

a multiple deb si et seulement siZ C bZ.

Par cette vision des choses on voit qu’on ramene I'étude dedddon de divisibilité a I'étude d’'une
inclusion entre certains sous-ensembles : des sous-elesedd multiples. Pour préciser un petit

......

relation d’ordre) et que cette relation correspond a laimial’inclusion entre les sous-ensembles de
multiples.

......

vient de le voir sur le comportement des sous-ensembles dplas. Par ailleurs, s’agissant d’'une
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relation d’ordre suN, il sera utile d’'introduire la borne inférieure de deux é&nts (e plus grand
commun diviseur quand I'un des deux nombres est non nul) ainsi que leur baipéreure e plus
petit commun multiple).

2 Sous-ensembles de multiples

Les sous-ensembles de multiples vérifient un certain noadpropriétés algébriques. Plus préciseé-
ment :
Théoréme 2.1 SoitA = aZ le sous-ensemble des multiplescd#gansZ, alors :

1. A est un sous-groupe additif @&

2. pour toutr dansZ et touty dansA, le produitzy est dansA.
Preuve Pour montrer quel est un sous-groupe du groupe additjfil suffit de constater que siety
sont des multiples de, il en est de méme de—y. Pour la deuxiéme propriété on voitimmédiatement
gue siy est un multile dex, alors pour tout: dansZ, xy est aussi un multiple de O
Théoréme 2.2 Réciproguement si est un sous-ensemble Aevérifiant les deux propriétés

1. A est un sous-groupe additif @&

2. pour toutr dansZ et touty dansA, le produitzy est dansA,
alors A est un sous-ensemble de multiples, c’est-a-dire est derteefdZ.
Preuve Si A est réduit &0}, il est bien de la forme indiquée, c’est le sous-ensemblstitas des

multiples de0. Sinon, il existe dansl un plus petit élément strictement positif qu’on noter&@our
toutz € A, par division euclidienne on peut écrire :

r=qa+r oul<r<a.

Commer = = — ag, on peut dire que € A. Et commen est le plus petit élément strictement positif
de A on peut dire que = 0. Autrement ditr est multiple dex. O

Définition 2.3 Un sous-ensemble devérifiant les deux propriétés du théoréme précédent esi@ppe
un idéal. Ainsi les sous-ensembles de multiples sont lasiidéeZ..

Théoreme 2.4 Les idéaux d& sont aussi les noyaux des homomorphismées dans un anneau.

Preuve Soit f un homomorphisme dé dans un anneal. Il estimmeédiat de voir que si ety sont
dansker(f) alorsf(z —y) = f(z) — f(y) = 0, ce qui prouve quéer(f) est un sous-groupe d&
D’autre part siy € ker(f), pour toutr € Z on af(zy) = f(x)f(y) = 0. Doncker(f) est un idéal de
Z. Si maintenantd est un idéal d&/ définissons dans la relation

xR y sietseulementst —y € A.
Cette relation est une relation d’équivalence. Il

Il existe un certain dombre d’opérations intéressantesesuidéaux, en particulier I'intersection et
la somme. Lintersection de deux idéaux est l'intersectiarsens ensembliste. La somme de deux
idéaux est définie par :

L+ = {y€Z|y:ZU1+ZL'2 Ol:lfL'l EII,ZUQ EIQ}.
Théoreme 2.5 Soientl; et I, deux idéaux d&, alorsI; N I, etI; + I, sont des idéaux da.

Preuve On vérifie immédiatement en revenant aux définitions queesiz sont dand; N I, (resp.
I, + I,) alors il en est de méme de— 2. Doncl; N I, (resp.l; + I5) est un sous-groupe d& On
vérifie aussi que gj est dand; N 1, (resp.l; + ;) eta dansZ alorsay est dand; N I, (resp.l; + I5).
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3 Lepgcd etle ppcm

Théoreme 3.1 Soienta etb deux entiers dont I'un au moins est non nul. Il existe un ptasd entier
> () qui soit diviseur commun deet deb. Cet entier noté pgdd, b) est appelé le plus grand commun
diviseur deu etb. De plus, tout diviseur commun deet deb divise pgcda, b).

Preuve Nous donnerons au paragraphe suivant un algorithme maaiie pgcd de deux éléments
(et le ppcm), ce qui en prouvera I'existence. Cependant dongons ici une preuve théorique liée
a l'interprétation de la divisibilité en terme d’inclusienl’idéaux, ainsi que nous I'avons remarqué
précédemment.

Si un nombre: divisea etb alors on a les deux inclusions :

aZ, C cZ,

bZ, C cZ.

En conséquence, on a aussi
aZ + b7 C cZ.

Mais aZ + bZ est un idéal d& non réduit &0} puisque I'un au moins des entiertb est non nul.
Il existe donc un uniqué > 0 tel queaZ + bZ = dZ. On a alors les propriétés suivantes :

aZ, C dZ,

bZ C dZ,
pour tout diviseur: dea etb :

dZ, C cZ..
Les propriétés que nous venons de mettre en évidence mogtred > 0 divisea etb, et que tout
diviseur dex estb divised. En conséquencéest le plus grand diviseur deetb. Il

Lorsque le plus grand commun diviseurdetb est1, on dit quea etbh sontpremiers entre eux Si
on écrita = kid etb = kod oUd = pgcda, b) alorsk; etk, sont premiers entre eux (sinon on pourrait
construire un diviseur commun dest deb strictement plus grand quB.

Théoreme 3.2 Soienta etb deux entiers. Il existe un plus petit entier) qui soit multiple de: et de
b. Cet entier noté ppcfn, b) est appelé le plus petit commun multipleadetb. De plus tout multiple
commun de et deb est multiple de ppcta, b).

Preuve On fait une démonstration analogue a celle du théoremegedt en utilisant cette fois-ci
I'idéal aZ N bZ. Le ppcm est le nombre. > 0 tel queaZ N bZ = mZ. OJ

En conclusion, on peut écrire :
aZ + bZ = dZ oud = pgcda, b),

aZ N bZ = mZ oum = ppcm(a, b).

En particulier on obtient le théoréme de Bezout (que noudiétons plus en détail dans une autre
fiche)

Théoréme 3.3 Sia etb sont deux entiers dont I'un au moins est non nul, etsipgcda, b) alors il
existe des entiers etv tels queua + vb = d.

Sia etb sont deux entiers tels qu'’il existeet v vérifiantua + vb = 1 alorsa etb sont premiers entre
eux.



Preuve La premiére partie découle de I'égalit® + bZ = dZ. Si maintenant il existe etv tels que
ua + vb = 1 il est clair que tout diviseur commun deetb divise 1. O

Le théoreme d’Euclide-Gauss en découle :
Théoréme 3.4 Sic divise un produitb et s’il est premier avee alors il diviseb.

Preuve Sic est premier aveg alors il existeu etwv tels queua + ve = 1. Doncuab + veb = b. Or ¢
diviseuab etvcb, donc il diviseb. O

Revenons maintenant au pgcd et au ppcm. Nous pouvons établielation entre ces deux notions.
Théoreme 3.5 Soienta etb deux entiers dont I'un au moins est non nul. Alors :

ppcra, b)pgeda, b) = |ab|.

Preuve SiI'un des nombres oub est nul le résultat se voit immédiatement. Supposons dand
etb > 0. Soitd = pgcd(a,b). Alors on écrit = k;d etb = kyd OUk; etk, sont premiers entre eux. Si
z est un multiple commun deet deb on a:

Z = O[lkld = O[ngd,
donc:
0[1:161 = Otgkg.

Commek; est premier aveg, on en conclut qué; diviseas, et que par suite = askyd = akykod.
Par conséquent tout multiple dest deb s’écrit ak, kod. Maisk; kod est lui-méme un multiple de et
deb, donc c’est le plus petit. On a finalement :

ab

xd=——"__.
pgcda, b)

SIS S

ppcm(a, b) = kikod = = X

ISHS

4 Algorithme de calcul du pgcd

4.1 Algorithme d’Euclide

RO := |al;
R1:=1[b[; (b#0)
Tant que R1 > 0 faire
R := Reste_Division(R0, R1) ;

RO := R1;
Rl := R,
fintg ;

En sortieR1 = 0, et RO = pgcda, b).



Les conditions : o
L'ensemble des diviseurs communs@e et R1 est

I'ensemble des diviseurs communsdetb.

R, >0

constituent un invariant de boucle.

Remarquons qu’initialement 'ensemble des diviseurs camsyeR0 et k1 est I'ensemble des divi-
seurs communs deet deb. NotonsR(', k1’ les nouvelles valeurs dg0, R1 en sortie d'un tour de
boucle. Nous avons alofg)’ = R1 et R1' = R0 — QR1 avecO < R1' < R1. Donc tout diviseur de
R1 et RO est diviseur d&?0' et R1', et réciproquement.

Cet algorithme se termine cdtl décroit strictement & chaque tour de boucle. A laiin = 0,
donc I'ensemble des diviseurs &8 et deR1 est I'ensemble des diviseurs @8, et par conséquent
RO = pgcda, b).

Remarguons qu’on a prouvé au passage :

Théoréme 4.1 Les diviseurs communs deetb sont les diviseurs de pged b).

relation qu’on avait déja prouvée précédemment par I'étedeidéaux.
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